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(fragment badań) 


1, Uwagi wstępne 


U podstaw wszystkich współcześnie formułowanych postulatów doty- 
czących skutecznego nauczania matematyki znajduje się główne zadanie 
tego nauczania: rozwijać aktywność matematyczną uczniów na każdym ро- 
2100416, a więc kształcić umiejętność stosowania poznanych narzędzi ma- 
tematycznych do rozwiązywania nowych problemów, 

Tradycyjna dydaktyka matematyki także w dużej mierz. koncentrowała 
się na metodyce rozwiązywania zadań, Interpretowano jednak postulat ucze- 
nia rozwiązywania zadań matematycznych jake żądanie wyćwiczenia uczniów 
w sprawnym stosowaniu pewnych typowych schematów do rozwiązywania okre- 
Slonych typów zadań, Niektórym nowszym podręcznikom zarzuca się z tego 
punktu widzenia, że na podanym w nich materiale zadaniowym nie można 
uczyć rozwiązywania zadań, penieważ każde zadanie jest inne, wymaga in- 
nego sposobu, innego podejścia, a więc każde wymaga ой ucznia pewnego 
choćby minimalnego aktu twórczości, Minima .zm dydaktyki tradycyjnej 
zaś wyraża się w poglądzie, że tylko niewie. 1 uczniów jest zdolnych do 
samodzielnego rozwiązywania matematycznych zadań, Innych trzeba ćwiczyć 
na wielu przykładach w stosowaniu prawie algorytmicznych stereotypów. 

Jeden z najwybitniejszych współczesnych radzieckich matematyków, 
W. В. Gnedenko określa taki pogląd i taką praktykę jako głębokie niepo- 
rozumienie dydaktyczne i upatruje w tej praktyce czynnik hamujący upow- 
szechnienie matematycznej kultury, konieczne w epoce przenikania metod 
matematycznych do prawie wszystkich dziedzin ludzkiej działalności. "Czy- 
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ni się wysiłki” — pisze Gnedenko - "aby ogromną rozmaitość procesów my- 
ślowych, koniecznych do rozwiązywania problemów,ująć w określone rany, 
dzieląc matematyczne zadania na grupy i przyporządkowując każdej z tych 
grup poszczególną metodę rozwiązania, Tej metody muszą się uczniowie na- 
uczyć 1 ją stosować, nie wprowadzając “dd siebie" innych rozwiązań, Zda- 
rza się, że nauczyciele stają się niewolnikami takich klasyfikacji wy- 
mySlonych przez nich samych lub przez autorów podręczników i przez sto- 
sowanie ich unicestwiają rozwój inicjatywy uczniów”, "... Trzeba zapew 
nić w samodzielnej pracy ucznia należyte miejsce zadaniom,które wymaga- 
ją nie tylko formalnych przekształceń i standartewych sposobów postę 
powania” . 

Oczywiście, uczniowie powinni zdobyć podstawowe sprawności, znać 1 
umieć stosować typowe schematy postępowania, które stanewią elementy każ- 
dej twórczej pracy і bez których rozwiązujący zadanie matematyczne шо» 
siałby się borykać na każdym kroku z trudneściami, uniemożliwiającymi mu 
rozwiązywanie bardziej złożonych problemów. W szczególności uczeń ро- 
winien znać i umieć stosować typowe metody matematyczne, wypracowane w 
wielowiekowym rozwoju nauki, Chodzi jednak o te, aby opanowanie takich 
schematów postępowania nie uwarunkowywałe jego myślenia, aby je stoso- 
wał tam, gdzie je warto stosować, ale aby też umiał się = obsesji ta- 
kiego schematu wyzwolić, gdy inna droga może być bardziej ekonomiczna, 
aby stereotypy nie hamowały jego inwencji, wyobraźni matematycznej, intui- 
cji, wszechstronnej analizy sytuacji prublemowej itp. Nowoczesna дудак- 
tyka matematyki wysuwa postulat, aby rozwiązywanie zadania matematycz= 
nego nie tylko przez szczególnie usdolnionego, ale i przez przeciętnego 
ucznia byłe dlań przygodą intelektualną, Nie ma jednak przygody bez pow- 
nego ryzyka, bez meżliwości porażek i sukcesów, bez dróg do wyboru bez 
pewności a priori, która я nich prowadzi до celu, Nie jest też przygodą 
intelektualną bezmyślne błądzenie, zgadywanie, zatrzymywanie się przy 
trudnościach wynikających z braku elementarnych sprawnoéci.I z tymi właś 
nie charakterystycznymi cechami intelektualnej przygody matematycznej 
wiążą się główne problemy współczesnej dydaktyki matematyki, w zakresie 
metodyki rozwiązywania matematycznych zadań. 

Zagadnienia te podjęto obecnie w różnych ośrodkach; atanowią one tak 
szeroką i niotkniętą jeszcze dziedzinę badań, że w iatocie rzeczy znaj- 
dujemy się tu w stadium początkowych analiz 1 doświadczeń. Badania są 
prowadzone w różnych kierunkach. Między innymi wypracowanie nowoczesnej 
metodyki wprowadzania uczniów w racjonalna rozwiązywanie problemów ma- 
tematycznych wymaga głębokiej wiedzy na temat różnych procesów myślenia, 
i to specyficznego matematycznego myślenia, o których mówi Gnedenko. 


ly. В. Gnedenko: "Perspektiven des  Matheuatikunterrichts", rozdział 
książki zbiorowej “Probleme des Mathematikunterriohts", Berlin 1966. 
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Niestety, Rożliwość analizowania tych procesów "па azczycie”, to jest do- 
tarcie de dróg twórczego myślenia matematyków jest niezwykle trudne, рга- 
wie niemożliwe. Poincaré, Hadamard, Polya, Van der Waerden, Kołnmogorow, 
Chinczyn 1 niewielu innych odsłaniają nieco tajemnicę warsztatu twórcze- 
go matematyka, jednak to są tylko okruchy spadające =z bogato twórczą 
myślą zastawionego stołu, A dydaktykowi matematyki nie wystarcza wiedza 
z zakresu ogólnych podstaw psychologicznych procesu rozwiązywania pro- 
blemów, a więc procesu twórczego myślenia w ogóle. Potrzebna mu jest orien- 
tacja w specyficznych procesach rozwiązywania matenatycznych problemów, 
orientacja w czynnikach decydujących o sukcesie czy porażce w tej dzie- 
dzinie, 

Oczywiście, każdy dydaktyk matematyki jest matematykiem 1 ma włas- 
ne doświadczenia w dziedzinie rozwiązywania matematycznych problemów w 
dostępnej mu skali. fe doświadczenia są jednak bardze jednostronne i in- 
dywidnalne, Dotarcie do istotnych elementów twórczej aktywności matome- 
tycznej na różnych poziomach wymaga analizy, porównania, oceny różnych 
indywidualnych postaw i strategii, 

Artykuł, który przedstawiamy, wiąże się z szerszymi badaniami, ma- 
jącymi na celu pierwszą, jeszcze może powierzchowną, ale już dydaktycz= 
nie instruktywną orientację w tym zakresie. Wykorzystujemy materiały з 
badań prowadzonych w różnych okvesach i dla różnych celów. Nie referu- 
jemy tu specyficznych problemów, dla których te badania były prowadzo- 
ne, bo analizujemy te materiały tylko z obecnie nas interesującego punk- 
tu widzenia, 

Omówimy cztery fragmenty, charakteryzujące się tym, с: 


4. Badanie w każdym przypadku polegało na analizie przebiegu roz- 
wiązywania zadania matematycznego przez grupę osób, 

2. Ten przebieg starano się odtworzyć bądź na podstawie pełnego kom- 
pletu notatek, brulionów і ostatecznej redakcji rozwiązania ,bądź na pod- 
stawie takich materiałów, uzupełnionych dokładnymi sprawozdaniami osób 
rozwiązujących zadanie z przebiegu ich pracy. 

3. Osoby rozwiązujące zadanie miały więcej niż przeciętne uzdolnie- 
nia,wykształcenie średnie bądź rozpoczęte lub ukończone wyższe wykształ- 
cenie matematyczne; byli to mianowicie wys: lekcjonowani uczniowie /u- 
czestnicy olimpiady matematycznej na najwyższym szczeblu/, lub studenci 
trzeciego roku matematyki, poza tym kilku asystentów na kierunku mate- 
matyki і dwóch samodzielnych pracowników naukowych /matematyk i dydak- 
tyk matematyki/. Ten wybór /uwarunkowany zresztą także innymi okolicz- 
nościami/ eliminował zwykłą nieudolność, brak podstawowej wiedzy mate- 
matycznej i brak doświadczenia w samodzielnym rozwiązywaniu elementar— 
nych zadań matematycznych. 2 drugiej strony trudności, zahamowań, bied- 
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nych strategii występujących na tym poziomie tym Dbardsiej można się 
spodziewać w pracy ucznia przeciętnego. 

4. Tematyka zadań jest zupełnie tradycyjna, W każdym z analizowa- 
nych przypadków istnieje droga stereotypowa prowadząca до calu.Pojawia- 
nie się innych dróg, bardziej efektywnych, bardziej racjonalnych, lub na 
odwrót, porażka z powodu nietrafienia na drogę  konwencjenalną rzucają 
światło na interesujący nas problem, ujawniając równocześnie, jak bar- 
dzo jest skomplikowany. 


Oczywiście ani analiza materiału w postaci zapisu rozwiązania z peł- 
nymi notatkami i brulionem, ani analiza opartych przecież tylko na intro- 
spekcji sprawozdań badanych, nie pozwala na odtworzenie prawdziwego рго- 
сези. Jak zobaczymy, jednak mimo tej bardzo słabej metodologicznej род- 
stawy taka analiza daje pierwszą erientację w interesującej nas proble- 
matyce i otwiera perspektywy da właściwych juz badań, 


2. Fragment I 


2.1. W badaniach uczestniczyłe sześciu studentów matematyki, dwóch 
asystentów i dwóch samodzielnych pracowników В Zadaniem byłe 
udowodnienie twierdzenia: 

Jeżeli cos < + cos [> + cos У = 0 


і sinol + віл + зу «0, 
to cos (£+) + сов (2 + }) + cos (Y + с) = 0. 


Osoby rozwiązujące zadanie pracowały indywidualnie i miały następ- 
nie zdać sprawę z przebiegu poszukiwania dowodu twierdzenia oraz udostęp- 
nić osobom analizującym ich pracę wszelkie notatki wykonywane w ciągu 
tej pracy. 

Można było wyróżnić następujące drogi rozumowania, 


2.2. Osiem osób próbowało udowodnić twierdzenie stosując вровору 
postępowania szczególnie eksponowane w tradycyjnym nauczaniu trygonome— 
trii w związku х dowodzeniem tożsamości trygonometrycznych i rozwiązy- 
waniem równań trygonometryeznych. Niektórzy usiłowali więc przeksztal- 
cić sumę występującą w tezie twierdzenia tak, aby móc wykorzystać bez 
pośrednio założenie, a więc aby w otrzymanym wyrażeniu wystąpiły sumy 
stanowiące lewe strony równości podanych w założeniu, Była to więc re- 
dukcja ukierunkowana wąsko na założenie, Inni uczestnicy sondażu na od- 
wrót przekształcali na różne sposoby założenie tak, aby otrzymać bezpo- 
średnio безе, Była to dedukcja ukierunkowana wąsko na tezę.Z tych ośmiu 
osób, które wybrały drogę "szkolną"; tylko dwie uzyskały właściwy rezul- 
tat і to ро dość długim błądzeniu w różnych próbnych rachunkach, Pozo- 
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stałe, co wyraźnie ujawniły nie tylko ich sprawozdania, ale przede 
wszystkim notatki, "kręciły sie w kółko” z myślą coraz bardziej spola- 
ryzowaną, wpadając wielokrotnie w te same koleiny otrzymywanych tozsa- 
побої, które nie prowadziły do celu. 


2.3. Z pozostałych dwóch osób jedna, nazwijmy ją A,również zaczęła 
od próby przekształcania założenia, ale szybko z tego zrezygnowała. 
A przyjrzał się przede wszystkim dokładnie załeżeniu twierdzenia i zau- 
ważył, że wyraża ono fakt geometryczny: suma wektorów jednostkowych о 
składowych /совес, зіп ос/, /cosp, sinf,/, /cos J’, sin J7 jest wekto- 
rem zerowym, Przyjmując O< 0 < Ь<2<27 wykonał rysunek /rys. 1/. 
Interpretując tezę w tym samym modelu zauważył także, że - ze względu 
na symetrię założeń w stosunku do cos 1 sin ~ można te tezę wzmocnić, 
i sformułować ją w sposób następujący: suma wektorów o składowych 
(cos (0+6) , sin (ос+ B)) ,( сов (6+7), sin(h +9)» (cos(x +}, зір(ос+ 

КО) jest wektorem zerowym, Ponieważ zerowanie się sumy trzech wekto- 
rów jest niezmiennikiem obrotu, zatem dla dowodu twierdzenia wystarczy 
wskazać taki kąt Ф , że 


соз(ос+4Ф) + сов (fi +4) + cos (+ 4) = сов (0+5) + cos(A+3)+ совё+ 7) 
Nietrudno już było stwierdzić, że można przyjąć Ч =/, , bowiem w 
modelu geometrycznym natychmiast odczytano, że a = P = 5 -Q. 


(cos p, sinp) RE | 


(cose, sine.) 


Rys. 1 
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24% 00306 + isin 


Z= ws tisiny 


Вуз. 2 


2.4. Pozostały uczestnik sondażu, nazwijmy go В, zaczął od prze- 
kształcania tezy, ale natychmiast porzucił tę drogę; postawił sobie ру- 
zanie: czego można się dowiedzieć o związkach między liczbami ос, 5, # 
na podstawie założeń? Od razu pomyślał: trzeba tak przekształcić zało- 
żenia, aby otrzymać równanie, w którym wystąpi jedna funkcja trygonome— 
tryczna tego samego argumentu, będącego z kolei funkcją zmiennych «c, р, 
б . Wyznaczając z równań podanych w założeniu cosoc + sinoc i znaj” 
dując sumę kwadratów otrzymanych wyrażeń, uzyskał równanie 

1= 2 +2cos(5 ~ p), skąd 

g= b+ e lub Хар i podobnie uzyskał alter 
natywe | = ос + = lub p=« + =, co przy założeniu 0 < = Є 
< PEART dało Р = о + =, J асо» 23, і ро podstawie- 
niu do lewej strony tezy ostatecznie dowód twierdzenia. 

W momencie uzyskania związków między liczbami ос, 5,9, В u- 
świadomił sobie nagle to, co A dostrzegł od razu, że związki te są 
bezpośrednimi konsekwencjami założeń, jeżeli je interpretuje w języku 
geometrycznym wektorów, Nasunęło mu to inny dowód twierdzenia, mianowi- 
cie prosty rachunek na liczbach zespolonych /rys, 2/. Twierdzenie sfor- 
mułował w tym języku w sposób następujący: 

Jeżeli 245%5,%3 ва liczbami zespelonymi i Iz) = 1221 = 1231 = 1 


oraz 24 + 25 + Zz = O, to 2482 + 2225 + 1514 = о. 
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Tak sformułowane twierdzenie В udowodnił natychmiast, rozumujac 
redukcyjnie: 


1452 + Z233 + 2524 = 0 


| 


1 1 1 
— + — + — = 0 
24 22 23 


1 


Z4 + #2 + Zz i izl = 1 dla i/1,2,3, 
al 


=0 
bo dla EA з 1, liczby в, zł są liczbami sprzezonymi. 


W momencie przeprowadzania tego prostego rachunku, w szczególności 

w momencie pisania "i/1,2,3,..." В - znowu nagle — uświadomił sobie, 

że występowanie trzech składników w sumach wymienionych w twierdzeniu 

nie jest istetne, przeprowadzone rozumowanie można bowiem zastosować do 

sum © dowolnej liczbie składników, otrzymując twierdzenie ogólniejsze: 
п 


Jeżeli 25 zy =0 + || = 1 dla КЕ ев они 
по Pi 2 
e om що = oy 


Е/1 Е 


a więc też 


jeżeli pat cosocy = 0 26 > віп осу m O, 
n n 
/ 
te р coal 2 oc, - cy) = 0. 
k/1 8/ 


Dostrzegając nagle interpretację problemu w języku liczb zespolo- 
nych, со uczyniłe twierdzenie oczywistym,a jego dowód sprowadziło do 
dwóch prostych kroków, В odczuł zażenowanie, że nie od razu uświado- 
mił sobie algebraiczny i geometryczny sens zadania. Było to, jak okres- 
lit, uczucie człowieka, który szukał uporczywie jakiegoś przedmiotu i 
nagle spostrzega, że ma go pod ręką, 


2.5. Na dziesięć osób zatem tylko cztery rozwiązały zupełnie banal- 
ne i typowe zadanie, przy czym stosowano trzy różne strategie, uwarunko- 
wane różnymi czynnikami, między innymi także mniejszą lub większą swo- 
bodą w gospodarowaniu posiadaną wiedzą matematyczną. 
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Strategia pierwsza - to zakwalifikowanie problemu do pewnego tym 


zadań, których wiele poprzednio rozwiązywano, і stosowanie schematu 
"przyporządkowanego" - według wyrażenia В. W. Gnedenki ~ do tego typu. 
To zakwalifikowanie wiązało się też = przyporządkowaniem problemowi 
określonego działu matematyki; zadanie dotyczyło trygonometrii tradycyj- 
nej i w ramach tej trygonometrii miało być według planu osób rozwiązn- 
jących je rozwiązane, Żadna z ośmiu osób poza te ramy się nie wychyliła 
i tylko dwie z nich zadanie rozwiązały, 


Strategia druga - to sformułowanie pomocniczego pytania, świadomy 
rozkład problemu. Odpowiedź na to pytanie stała się podstawą bezpośred- 


niego wysnucia ostatecznego wniosku, Uzyskano ją w sposób bardzo prosty 
również tylko w ramach trygonometrii. 


Strategia trzecia - to poszukiwanie takiej interpretacji problemu. 
przy której twierdzenie stanie się bardziej intuicyjne, to strategia 


wstępnej wszechstronnej analizy tekstu w celu zrozumienia tego, co jest 
w nim istotne, to dążenie do ujęcia syntetycznego, jednym chwytem myśli 
pewnej struktury. To właśnie "gospodarowanie" wiedzą poznaną poprzednio, 
"gospodarowanie" swobodne, umożliwiające przekraczanie granie poszcze— 
gólnych działów matematyki, różni strategię trzecią od dwóch poprzed- 
nich w sposób istotny. Polega ona według wyrażenia Lejeune-Dirichleta na 
«podstawianiu idei w miejsce rachunku”, 

Warto jeszcze zwrócić uwagę na intelektualną przygodę osoby В, któ- 
ra dopiero po odbyciu dłuższej drogi i osiągnięciu celu dostrzegła аго- 
бе o wiele prostszą, dostrzegła możliwość spodstawiania ідеї" w miejsce 
stereotypowego rachunku, і na fakt, że to spostrzeżenie pozwoliło jej 
pójść dalej niż pozostałym uczestnikom sondażu, "przedłużyć” problem i 
uzyskać wynik ogélniejszy. 


3. Fragment II 


3.1. Zadanie rozwiązywało 67 uczestników ogólnopolskiej elimpiady 
matematycznej w ostatniej fazie zawodów, a więc grupa uczniów juz wyso- 
lekejonowanych. 


Temat zadania: Znaleźć najmniejszą wartość funkcji: 
х f(x)= | х - aql + |x - >] +... + Їх - AK 547 а, Ah, „а 


są różnymi liczbami. 

Drogi, którymi postępowała myśl rozwiązujących zadanie, można po- 
dzielić z grubsza na takie, które nazwiemy bezpośrednimi i takie, które 
rozpoczynały sie od indukcyjnych prób z myślą o ich nogélnieniu. 
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3.2. Wśród pierwszych na uwagę zasługują cztery różne strategie. 


Pierwsza -odpowiadająca pierwszej strategii określonej w analizie 
poprzedniego przykładu - to strategia przyporządkowanego schematu. Na 
ogół w szkole różne zadania "є bezwzględną wartością” /równania, nierów- 
ności, funkcje/ rozwiązywano "uwalniając" rozważane wyrażenia od bez- 
względnej wartości, ściślej - stosując definicję bezwzględnej wartości 
i rozbijając rozumowanie zgodnie z tą definicją na poszczególne przypad- 
ki. Rozwiązujący tą metodą zadanie, które analizujemy, zakładał, że 
але а, <... 6 a, /со nie zmniejszało ogólności rozwiązania/, następ- 
nie zapisywał przepis funkcyjny bez bezwzględnej wartości w każdym z prze- 
działów, (-со, ад), Гаї» 844] dla і є 11,2,...n-1), (ap; +00), 
Każdy z tych przepisów określał funkcję liniową obcieta do tego prze- 
działu, rosnącą, lub malejącą, lub wreszcie stałą w tym przedziale; ba- 
danie przebiegu funkcji aprowadzało się więc do badania przebiegu funk- 
cji przedziałami liniowej. Plan był prosty i jasny, ale w realizacji te- 
go planu uczniowie napotykali trudności rachunkowe, wywołane często nie- 
udolnymi oznaczeniami. 


5.5. Druga strategia ~ to strategia stosowana w poprzednim przypad— 
ku przez osobę A, a więc geometryczna interpretacja problem + jego 
rozwiazanig. Na tej drodze dziesięciu uczniów podało najbardziej ele- 
ganckie rozwiązania, a jeden naszkicował oryginalny plan, który zreali- 
zował tylko częściowo, ale którego wykończenie wymagało już tylko nie- 
wielu ogniw rozumowania. 

Oto przykład pierwszej z tych dróg: Rozwiązujący zadanie zakłada 
aj За <... За, і interpretuje liczby a, i x jako współrzędne 
punktów odpowiednio А, 1 X ра prostej. Rozważana w temacie funkcja 
wyraża wtedy sumę А.Х + А + +. ct AX odległości punktu X od purk- 
tów dg sase. phn i zadanie sprowadza się do wyznaczania minimum tej 
sumy przy zmiennym X, Przy takim sformułowaniu zadania naturalnym 
było zastosowanie znanych rozwiązującemu z geometrii definicji i twier- 
dzeń o odległości punktów, w szczególności "warunku trójkąta"; dla każ- 
dych punktów A,B,C jest prawdziwy związek: АВ £AC + BC,przy czym rów- 
ność zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt С należy do odcinka АВ. 
Stąd minimum sumy odległości punktów X od punktów A, 1 A, bedzie 
osiągnięte dla X należącego do odcinka AA. i będzie równe a 
(dla а, > ар). Twórczy pomysł rozwiązującego zadanie zgodnie z tą ideą 
polegał na odpowiednim grupowaniu pusktów Ay. Wykonano rysunek,. ilu- 
strujacy to najbardziej racjonalne grupowanie, uwidoczniający także ed~ 
cinek, zawarty w wszystkich rozważanych kolejno odcinkach, dla punktów 


którego jest osiągane minimum całej sumy /гув, 3/. Pozostawała już tylko 
redakcja ostatecznych wniosków: 
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A,X + XA, ma wartość najmniejszą równą a, - ал dla ТЕ Dia) 
AX + ХА _4 ma wartość najmniejszą równą an1 7 о dla IE АА, 
Arne A 1/2] +X A2 y 1] ma wartość najmniejszą 8[n/2+1] 7 A[n/2+1 /2] 
dla X należącego do odcinka A[n/2 Е 1/2] ATn/2 Р 4] * 


Ponieważ ostatni z odcinków zawiera się w każdym z poprzednich, 
więc funkcja f przyjmuje minimum dla punktów tego odcinka równe 


(a, г а) + (85.4 7 82) + (арыл + а] 7 *[n/2 +3]) С 


Був. 5 


а 


Вув. 4 


Rozwiązujący zadanie tą metodą oczywiście redagowali rozwiązanie z 
usterkami często tylko nieistotnymi, borykając się znowu i tu z ozna- 
czeniami; па ogół rozróżniali przypadki: п jest liczbą parzysta, n 
jest liczbą nieparzystą. Istotnym był jednak ten sam twórczy pomysł: іп- 
terpretacja geometryczna, wykorzystanie własności odległości, wybranie 
takiego ciągu odcinków, aby ostatni zawierał się we wszystkich poprzed— 
nich /gdy n jest nieparzyste, odcinek ten redukuje się до punktu/, nie- 
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zależnie od konkretnej, mniej lub więcej sprawnej realizacji tego рошу- 
słu, lub nawet większych luk /na przykład rozważenia tylko п parzy- 
Btego/». 

Oryginalne, choć nie doprowadzene do końca rozwiązanie,oparte rów- 
nież na interpretacji geometrycznej naszkicował w brulionie jeden z u- 
czniów: Nie uporządkował on liczb а, w rosnącym porządku, jak inni, ale 
zinterpretował ciąg а, w układzie współrzędnych na płaszczyźnie, przy- 
porządkowując liczbie a, punkt o odcietej i oraz rzednej а, /тув. 4/. 
Liczba x oznacza rzędną zmiennego punktu i równocześnie widocznie dla 
uproszczenia prostą równoległą do pierwszej osi układu, przechodzącą przez 
ten punkt, Stwierdza: funkcja może przybierać minimum tylko dla takiego 
punktu x, że prosta x rozdziela zbiór punktów а, na dwa równelicz- 
ne zbiory. Dowód podaje dla п parzystego, rozumując w sposób następu- 
jący: niechaj prosta x rozdziela zbiór punktów ai tak, że po jednej 
jej stronie znajduje się m takich punktów, po drugiej p takich punk- 
tów i m+ р = п /uczeń zakłada więc, że do prostej nie należy żaden 
z punktów a,/. Gdyby było m>p, to można by wykonać "małe" przesu- 
nięcie prostej x w kierunku drugiej osi układu і w stronę zbioru o шо- 
cy m і otrzymać wartość funkcji dla x + Ax mniejszą niż f(x), bo- 
wiem ~ jak ilustruje rysunek i pokazuje prosty rachunek — 


f(x + Ax) = f(x) - (ш-р) 2 х. 


Rozumowanie nie zostało doprowadzone do końca, lecz jego myśl prze- 
wodnia, naszkicowana tu zgodnie z intencją odczytaną z zapisu w brulio- 
nie i z rysunku, jest jasna, Tak, jak w poprzednio opisanym poszukiwaniu 
rozwiązania zadania na drodze geometrycznej, tak i tu prowadzi ucznia 
geometryczna intuicja, że szukane punkty, dla których dana funkcja przyj-- 
muje wartość najmniejszą, powinny należeć do jakiegoś przedziału czy ра- 
sa rozdzielającego dany zbiór punktów /na prostej w poprzednim przy pad-- 
ku czy na płaszczyźnie w omawianym obecnie/ na dwa równoliczne zbiory. 


3.4. Trzecia strategia stosowana przez zawodników, to "strategia 
najbardziej prawdopodobnej". bo "najbardziej regularnej" hipotezy. Roz- 
wiązujący zadanie przypuszczają, że żądane minimum - to wartość funkcji 
obliczona dla średniej arytmetycznej liczb ajs hipoteza frapująca ich 
zapewne swą regularnością i elegancją wzoru. Hipoteza jest fałszywa.Nie- 
którzy z rozwiązujących zadanie po nieudanych próbach dowodu, konfron- 
tują swe przypuszczenie z szczególnym przypadkiem n = 2, W tym przy- 
padku hipoteza się potwierdza, umocnieni więc w swym przekonaniu dalej 
szukają ogólnego dowodu. I znowu tylko niektórzy 2 nich zaniepokojeni 
trudnościami badają przypadek р = 5. Tu hipoteza już okazuje się fał- 
szywe, Trzeba zrezygnować i próbować innych metod, Niektórym udaje się 
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zmienić szczęśliwie bieg myśli i zadanie rozwiązać. Ci, którzy konfren- 
tacji 2 przypadkiem n = 5 nie dokonali, szukają dowodu twierdzenia fał- 
szywego, z myślą całkowicie spolaryzowana, oczywiście bez rezultatu. 


5.5. Czwartą strategię moglibyśmy nazwać strategią szczególnie па- 
rzucajacei się analogii. Niektórzy zawodnicy zastępują w rozważanej su- 
mie od razu bezwzględne wartości różnic, kwadratami tych résnic.Zamiast 
badać funkcję = —>|x > al + |х - al + “3° + |x - а, | badajq funkcję 
x— (x - ау? + (х - а)? жо Ф = а Yk 2 pełnym widocznie prze- 
konaniem, że funkcje te rosną i maleją Е-е w tych samych przedzie 
łach, bowiem to jest prawdą, gdy chodzi o funkcje х — lx - a;l 
і x— (x- a) 

Ta powierzchowna analogia prowadzi w danym przypadku do błędnego 
rozwiązania zadania, Warto jednak podkreślić fakt ,mający szczególne zna- 
czenie psychologiczne. Zastępując sumę bezwzględnych wartości sumą kwa- 
dratów odpowiednich różnic, zawodnik bardzo uprościł rachunek i stosu- 
jąc analityczny schemat badania funkcji "udowodnił", że dana w temacie 
funkcja osiąga minimum dla średniej arytmetycznej liczb a,. fen znowu 
frapujący regularnością rezultat utwierdził rozwiązującego zadanie wprze- 
konaniu, że zastosowana metoda jest poprawna, 2 błędu mogła go wyprowa— 
dzić konfrontacja na przykład z przypadkiem р = 3, ale potrzeby takiej 
konfrontacji rozwiązujący na ogół nie odczuwali, 


3.6. Omówiliśmy dotychczas typy postępowania w toku rozwiązywania 
rozważanego zadania, charakteryzujące się tym, że w pracach, które pod 
porzadkowalismy tym typom, nie dostrzegaliśmy prób indukcyjnych,poprze- 
dzających plan ogólny. Tu rozwiązujący zadanie przystępował od razu do 
realizacji jakiejś idei przewodniej, słusznej lub błędnej, być może о- 
partej na jego poprzednich doświadczeniach matematycznych i analogiach 
do sytuacji, z którymi już miał niejednokretnie do czynienia, W więk- 
szości analizowanych prac znajdowaliśmy jednak interesujące realizacje 
strategii indukcyjnych, prób ukierunkowanych na możliwe uogólnienia,naj= 
częściej jednego z czterech typów, które wyróżniliśmy w związku z stra- 
tegiami bezpośrednimi. 

Drogi indukcyjne, które ujawniła nasza analiza, można sklasyfiko- 
wać według następującego schematu: 

1. Próby numeryczne lub graficzne w jednym lub kilku przypadkach 
dla п równego 1,2,5,4, prowadzące de uogólnienia: 1. poprawnego, 
2. błędnego, opartych na 1, bezpośrednim wykorzystaniu rezultatu osiąg- 
niętego w przypadku szczególnym; 2, zastosowaniu metody wypróbowanej 
w przypadku szczególnym; 3. innych sugestiach nasuwanych przez przypa— 
dek szczególny. 
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Oto przykłady rozwiązań tych typów: 
Droga mieszana 1.1.1 i 1.1.2 


Uczeń rozpoczyna od przykładu numerycznego dla вр = 2. Następnie 
znajduje już rozwiązanie ogólne dla n = 2, przyjmując a, < a, i roz- 
ważając funkcję w przedziałach (-co, a,), Гал, CJE (а, +00). Te- 
гат już wie, że suma |x - a,| + |х- а>| przyjmuje minimum równe a,-a, 
dla liczb przedziału [a,, а»). To nasuwa mu myśl łączenia п skład- 
ników sumy parami i zastosowania otrzymanego dla п = 2 rezultatu. То 
jest typ indukcji 1.1.1. 

Następują próby dotyczące metody grupowania, Uczeń powraca jeszcze 
do przykładów numerycznych. Rozważa sumę |х-1| + |x-3| + | x-5|, której 
zapis opatruje symbolem oznaczającym sposób łączenia: 


ха + |x-3| + |1-5|. 
| SERRA, | 


Stwierdza najwidoczniej, że takie grupowanie wyrazów nie prowadzi do ce- 
lu, bo poprawia je, pisząc 


[1-1] + |x-3] + |x-5|, pisze następnie 


я = 11-2] + |1x-3] + lza, 


t НЕЕ і 
і teraz podaje od razu rozwiązanie ogólne w bardzo jasnej, eleganckiej 


redakcji, rozważając przypadki: п jest liczbą parzystą, п jest licz- 
bą nieparzystą, W ogólnym dowodzie wykorzystuje rezultat otrzymany dla 
п = 2 i metodę grupowania wyrazów, wypróbowaną w przykładach numerycz- 
nych dla n=3 і в=4. 


Droga 1.1.2 


Uczeń zaczyna od przykładów numerycznych dla n=2 1 n= i po- 
czątkowo najwidoczniej sądzi, że powinien otrzymać najmniejszą wartość 
funkcji dla średniej arytmetycznej liczb aje W przykładzie numerycznym: 
f(x) = |x-1] + | х-21 znajduje potwierdzenie tego przypuszczenia. Przy- 
kład numeryczny dla п = 5 wyprowadza go z błędu, Wobec tego powraca 
do pierwszego przykładu i rozwiązuje zadanie w tym konkretnym przypadku, 
rozważając funkcję w przedziałach (-00,1), [1,2], (2, +оо) , W dalszym 
ciągu uogólnia ten wynik, ciągle jeszcze dla n= 2, badając funkcję 
f(x) = 1х - al + іх - аз! przy założeniu a, < a>. Powraca teraz do 
przykładów numerycznych dla n=3 i n= 4, i przeprowadzając podobne 
badanie w kolejnych przedziałach znajduje poprawne rozwiązanie. Teraz 
dopiero przechodzi do rozumowania w przypadku ogólnym, rozpatrując daną 
w temacie funkcję w przedziałach (-oo , ад), [а;, a; „4] dla 1/1,2,...,0-1 
oraz w przedziale (ah; + оо) » przy założeniu а, < ал і podaje ele- 
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ganckie rozwiązanie ogólne z rozróżnieniem przypadków: n jest liczbą 
parzystą i n jest liczbą nieparzystą, Uczeń rozwiązał zadanie metodą 
"uwalniania wyrażenia od bezwzględnej wartości", ale na tę drogę парго- 
wadziły go przykłady numeryczne, od których zaczął badanie, 


Droga 1.1.3 


Uczeń szkicuje wykresy danej funkcji dla п = 1,2,3. Obserwacja ву- 
tuacji przedstawionej na tych rysunkach sugeruje mu ogólną ideę, w dal- 
szym ciągu dopiero dowiedzioną, że dana funkcja jest liniowa w każdym 
z przedziałów (-co, ал), [a,, | dla 1/1,2,...,n-1, oraz (а, , +0). 
Zatem - rozumuje - jeżeli ta funkcja przyjmuje minimum,to musi je przy- 
даб w którymś z krańców tych przedziałów, Rozumowanie idzie za tą ogól- 
ną ideą, Uczeń oblicza wartość danej funkcji dla liczb ay i znajduje 
wśród tych wartości najmniejszą, W tym przypadku droga sugerowana przez 
przypadek szczególny doprowadziła ucznia do poprawnego rozwigzania.W wio- 
lu przypadkach prowadziła ona jednak do błędu. Tak było gdy uczeń stwier- 
dził, że dla n= 2 funkcja osiąga minimum dla średniej arytmetycznej 
liczb а, і uogólniał ten wynik bez dowodu, lub bezskutecznie usiłował 
go udowodnić, lub wtedy, gdy uczeń wykonał wykresy funkcji х---з|х-а| 
oraz х — (13-a)? i stwierdzał, że z punktu widzenia rozważanego prob- 
lemu te funkcje są "równoważne", uogólniając tę obserwację w taki sam 
sposób 26 funkcji х —>|x-a,) + |x-a-| +... +\z-a | Я x~>(x-a,)* + 
+ (х-а >) + ... + (x-a). 


Droga 1.2.1 


Uczeń rozważa przypadek р = 2, na przykładzie numerycznym, rozu- 
muje poprawnie, ale popełnia błąd rachunkowy. W dalszym ciągu przecho- 
dząc do ogólnego rozumowania grupuje składniki sumy poprawnie, ale Ко- 
rzysta z błędnego wyniku indukcyjnej próby. 

Jak widzimy, indukcyjne próby na ogół prowadziły do tych samych 
czterech typowych sposobów postępowania, wyróżnianych w toku analizy 
rozwiązań podanych przez uczniów, którzy nie zaczynali od rozważania 
przykładów konkretnych, numerycznych, ale od razu atakowali problem о- 
gólnie. Użyliśmy tam terminu strategie i nadalismy tym strategiom nazwy, 
które traktujemy umownie, w celu jaśniejszego przedstawienia wyników па- 
szej analizy. 

Jeżeli pierwszym krokiem rozwiązującego zadanie po przeczytaniu te- 
matu jest poszukiwanie lub bezpośrednie wykorzystanie jednego z pozna- 
nych poprzednio schematów postępowania — to jego postawy nie można 3- 
dentyfikować z postawą ucznia rozwiązującego to samo zadanie, który 
dochodzi do tego samego schematu, kierując się następującą ideą: "rozwią- 
żę zadanie w przypadkach szczególnych, mumerycznych, i zobaczę, со to 
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daje, może mi te nasunie pomysł ogólnego rozwiązania”, Pierwszą strate- 
gię nazwaliśmy więc strategią gotowego schematu, drugą-strategią induk- 
cyjnych prób. Ostateczne rozwiązania mogą być nawet z punktu widzenia ге- 
dakcji identyczne, prowadzące do nich drogi są jednak istotnie różne. Widzimy, 
jak ważną w naszych badaniach rolę odgrywają notatki, bruliony rozwią- 
zań, fragmenty przekreślane, jak w istocie dopiero na tym tle nabieraja 
znaczenia końcowe redakcje. 


4. Fragment ТТТ 


4.1. Zadanie rozwiązali сі sami uczniowie, których prace anali- 
zowaliśmy w fragmencie II, również w ramach ostatniego etapu ogdlnopol- 
skiej olimpiady matematycznej. 


Temat zadania: Dewiesé, że jeśli liczby rzeczywiste a,b,c, вреї- 
niają dla pewnej liczby dodatniej ш> 0 warunek 


rtm +o, 
2 


to równanie ax + х + с = 0 ma przynajmniej jeden pierwiastek zawar- 
ty między 0 i 1. 

Żaden z uczniów rozwiązujących to zadanie nie uzyskał pełnego po- 
prawnego rozwiązania, 

Aby jaśniej móc przedstawić zaobserwowane trudności występujące w 
prowadzonych próbach i częściowych rozwiązaniach, podamy pełne rozwią- 
zanie rozważanego zadania z zastosowaniem drogi regularnej, której nie 
znaleźliśmy jednak w tej postaci w żadnej z analizowanych prac. 


4.2. Oto przebieg rozwiązywania zadania, według sprawozdania oso- 
by С, która zadanie rozwiązała - jej zdaniem — na drodze "normalnej", 
bez szczególnych pomysłów twórczych. 


Faza redukcji 


С zaczyna od naszkicowania wykresów funkcji ,określenej przez le- 
wą stronę równania występującego w tezie twierdzenia we wszystkich mo- 
żliwych przypadkach, w których ta teza jest prawdziwa. Otrzymuje rysun- 
ki 5, Zastanawia się nad klasyfikacją przypadków najbardziej dogodną dla 
rozwiązania zadania, Decyduje się na rozważanie. trzech przypadków, co 
mu sugeruje schemat tradycyjnego zadania, zwanego w żargonie szkolnym "za- 
danie na położenie pierwiastków równania", 

Przyjmując f(x) = ax + Ъх + c rozpatruje przypadki: 

т. £(0)"1(1)<0. 11. (0): Хо, (111. 2(0):1(10='6. każde e 
vych założeń i założenie twierdzenia - oznacza je krótko literą Z - ро- 
winno pociągać tezę, 
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Вуз. 5 
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W przypadku I jest to oczywiste, funkcja przyjmuje dla 0 i 1 war- 
tości o znakach przeciwnych, a więc niezależnie od tego, czy to jest 
funkcja liniowa, czy kwadratowa musi mieć miejsce zerowe wewnątrz prze- 
działu (0,1) /przypadki przedstawione na rysunkach 58), с), dy. Przy za- 
łożeniu II i Z wystarczy udowodnić, że zachodzi jeden z przypadków 
przedstawionych na rysunkach 56), i 52. Zatem wystarczy udowodnić, że 


af(0)> о 1 аг(1)»0 
i 
II 1 Z — < о<- 2 <1 (1) 
і 
Ae ро 


а A, = 52 дес. 


Przy założeniu III i Z wystarczy udowodnić, że zachodzi jeden z 


przypadków przedstawionych na rysunkach 5%), 5 3, a więc wystarczy u- 
dowodnić: 


azbz=zc= 0 
lub 
ІІІ 12 ==) 4 до 1 0<- т < 1 (2) 
А е 
аг(1)»0 lub ағ(о)у>о. 


Рата dedukcii. 


С przystępuje teraz do rozważania założenia.Przekształca дапу wa- 
runek na równoważny mu warunek: 


(a + b + с) п? + (a + 2b + 3c)m+ 2с = 0 im>o, (3) 


który zapisuje inaczej, chcąc, by w tym warunku wystąpiły liczby £(0) 
i 2(1): 


#(1) в? + [22(1) - a + £(0)] m + 22(0) = оі аро. (4) 
Pierwszy wniosek - to 
А,= [2£(1) - a + 2(0)]2 - ағ(1) #(0) > 0 (5) 


Po tym przygotowaniu С dowodzi implikacji (1). 
Zakłada (0). £(1)> 0. 
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Z (4) wnosi wtedy 


Stąd 
zdy>2* 92 9 ® 
а g a Е £(1) >о (8) 


Sprawdza, że o<- = да 

w sposób następujący: 

Pó з-за S20) z, = 20, 

Chce bezpośrednio wykorzystać (7), (8), Ро kilku próbach upraszcza ra- 
chunek, korzystając z tego, że а #(1) > 0 


_ £0) zz = £(0) > оэ - 20) = 8 209) > о. 
ale z (7) 1(8) =O) za ана #9 > о. 


zatem - -= > OF 


Dalej: 
-52 L161 > OSB > о < 


SE а > 0 < она 20) > o. 


Ale z (7) i (8) 
20) +a - 20) ~ ав 
0) = A 


Zatem о < - = < 1. 


Nieco kłopotu sprawił dowód, że А, > 0. Ostatecznie przeprowa- 
dzono następujące rozumowanie: 


A, = b? - дас = [ £(1)-a - 2(0)]2 - sa £(0) = 


2(1)2 + (а-2(0))2 - 2t(1)a - 2 £(1)£(0) (9) 
z (5) 
af(1)* - we(1)a + [a - £(0)]? - 4£(1)£(0) > о (10) 
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С próbuje otrzymać bezpośrednio stąd 4,70. Dopiero po kilku 
nieudanych próbach uświadamia sobie, że to się nie może udać, ponieważ 
nie wykorzystuje istotnego założenia: m > О. Wraca więc do nierównoś— 
ci (6), 2 której otrzymuje 


- 22(1)2 + a£(1) - £(0)£(1) > 0 


a więc też - 42(1)2 + 2af(1) - 2£(0)£(1) > O (11) 
2 (10) i (11) uzyskuje -2af(1) + [а-2(0)]2 - 6£(1)£(0) > о (12) 
i ostatecznie z (9) i (12) 

д, 2 0. 


Implikacja (1) została więc udowodniona, przy czym С zauważył, że 
przedstawiony na rysunku 5e) przypadek przy danych zadania nigdy nie 
wystąpi. Zupełnie podobnie przebiegał dowód implikacji 2, W ten sposób 
wyczerpano wszystkie możliwe przypadki i dowód twierdzenia doprowadzono 
do końca, nie szukając żadnych skrótów tej dość długiej drogi. 

Rozwiązywanie zadania było więc w tym przypadku rzeczywiście - jak 
się wyraził С ~ "regularne", Ta "regularność" polegała przede wszystkim 
na przygotowaniu planu rozwiązania w ramach fazy redukcyjnej, tak, że 
faza dedukcji była już tylko konsekwentną realizacją tego planu, чушаба- 
jącą jedynie pewnej sprawności rachunkowej. Rozwiązująca zadanie osoba 
nie wykroczyła poza ramy postępowania "szkolnego", stosowała tylko te 
wiadomości, które w zasadzie powinien już znać uczeń drugiej klasy szko- 
ły średniej, Warto jednak zwrócić uwagę na dwa szczegóły tego procesu, 
to jest na wyraźnie na tezę ukierunkowany wybór podstawy dla klasyfika- 
cji przypadków /znak iloczynu #(1). £(0)/ oraz na refleksję i pytanie 
w momencie, gdy rachunek zawodził: "co jeszcze nie zostało wykorzysta— 
пе?", Zwracamy uwagę па te sprawy, ponieważ niewłaściwie przeprowadzona 
redukcja problem, nie ukierunkowana jakąś myślą przewodnią klasyfika- 
cja przypadków, wreszcie brak krytycznej refleksji W toku rachunku de- 
cydują często o tym, że rozwiązujący zadanie matematyczne błądzą nawet 
w tych przypadkach, gdy wybierają drogę "regularną", a więc strategię 
znanego schematu. 

Tak było także w przypadku analizowanych przez nas obecnie prac u- 
czniów., Arkusze dwóch badanych nie zawierają żadnych śladów rozumowania. 
Pozostałe prace można podzielić ze względu na sposób postępowania na 
pięć grup. 


4,3, Do pierwszej zaliczyliśmy te prace, których autorzy od począt- 
ku stosowali dedukcję z założenia twierdzenia bez wyraźnego planu i u- 
kierunkowania na tezę. Niektórzy doprowadzili założenia do postaci rów- 
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nania wielomianowego względem m, następnie znajdowali wyróżnik trój- 
mianu, stanowiącego lewą stronę tego równania, nie kontymując jednak ra- 
chunku», Próbując innej drogi, wyznaczali współczynniki a, lub b, lub 
c z warunku sformułowanego w założeniu i podstawiali do równania sfor- 
mułowanego w tezie, porzucając znowu tę drogę. Tylko dwaj uczniowie z 
tej grupy po takich bezładnych próbach zdecydowali się na rozważanie 
przypadków szczególnych, jeden zbadał przypadek a=b=c=0, drugi 
a+ b + c=0, 

Osoby należące do tej grupy /aż 29 osób/ próbowały więc zarzucać 
na los szczęścia haczyk na nitce wysuniętej z założenia w nadziei, że 
uda im się schwytać tezę. Była to strategia nieukierunkowanych prob, a 
z punktu widzenia typu rozumowania dedukcja_ z założenia nie kierowana 
planowo na бе2е, 

4.4. Osoby należące do drugiej grupy, w liczbie 16 postępowały ріа- 
nowo, choć na ogół z błędami, Zaczynają one od analizy tezy i usiłują 
sformułować mniej lub więcej udolnie warunek równoważny tezie z wykorzy- 
staniem wiadomości o funkcji kwadratowej, Najczęściej te warunki nie są 
formalnie tezie równoważne, ponieważ rozwiązujący zadanie pomijają przy- 
padek a = O /lewa strona równania występującego w tezie może być funk- 
сја liniową/, przyjmują więc od razu а #4 О, i nie rozważają warunku, 
że równanie to powinno mieć pierwiastek, traktując to jako założenia 
twierdzenia, oczywiście z formalnego punktu widzenia "bezprawnie". Ро- 
mijając ten prawie wszędzie powtarzający się błąd, warunki formułowane 
jako warunki równoważne tezie nawet przy takim założeniu nie zawsze są 
rownoważne rzeczywiście tezie, Rozwiązujący zadanie poszukując tych wa- 
runków posługują się czasem rysunkami, ale nie wyczerpują i w tym ро- 
glądowym ujęciu wszystkich możliwości, W dalszym ciągu przyjmujemy zgod- 
nie z intencją uczniów założenia а й 0 і Ap > 0, 

Analizując prace znaleźliśmy dwa warunki uznane przez rozwiązują” 
cych za równoważne tezie przy tych założeniach 


o < == V beatae ох b+ Vb? - вас <1 


I = <1 lub = 


ар» 0 
і 


II £(1) £(0) < 0 lub £(1)>0 + 2(0)>0 
1 0435241 1(5) <о 
lub ес о 


£(1)- £(0) <0 ee i £(0) <0 
1 o< <1 i 2(52) > о. 
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Oto przykład postępowania ucznia, który wybrał warunek I, 
1. Zastąpienie tezy warunkiem I, 
2, Zastąpienie warunku I warunkiem I (A= be - вас): 


0<-b -VAX2a {o< -b +Д< 2a {0< -b -/А) 2a о4-ь +VA>2a 
і lub \ і Lub < і m | i 


а»о | асо 


3, Klasyfikacja dotycząca współczynników a,b,c równania wymie- 
nionego w tezie, sześć przypadków układu znaków tych współczynników /dwa 
przypadki wyeliminowane, ze względu bowiem na założenie wszystkie trzy 
współczynniki nie mogą być tego samego znaku, oraz pominięte przypadki 
zerowania się któregoś z tych współczynników/, 


a>0 асо 


4. Początek dowodu, że z każdego 2 tych przypadków wynika warunek 
І". Zadania nie rozwiązano do końca. Można przypuszczać, że pewne trud- 
ności w doprowadzeniu rozumowania do celu wynikały z błędu logicznego, 
Uczeń, mając udowodnić implikację 


(z4 lub 22 lub Zz lub 2, lub 25 lub zę) - alternatywa wyróż- 
4, nionych przypadków 


(w, lub w lub wz lub wą) - warunek I’, 


usiłował udowodnić, że dla każdego Zi istnieje takie Wz» że 2; = Wey 
czego oczywiście udowodnić nie mógł, 

Warunek II sformułował tylko jeden uczeń, ale go do końca nie му- 
korzystał, i zadania ostatecznie nie rozwiązał, Uczniowie tej grupy ро- 
stępowali więc planowo, droga *regularne, dokonując najpierw analizy te- 
zy i formułując - ich zdaniem - warunki równoważne tezie, ktore pozwo- 
liły im wykorzystać znane już schematy rachunkowe, To,że droga ta nie 
doprowadziła ich do celu,wynikało nie z wybranej strategii, ale z trud- 
ności dotyczących przede wszystkim klasyfikacji przypadków, konsekwentne- 
go do końca ich wyczerpywania, w kilku przypadkach także z błędów ra- 
chunkowych i nieuważnego przekształcania wyrażeń algebraicznych. Te spra- 
wy nas na razie nie interesują, chodzi nam bowiem przede wszystkim о 
ujawnienie ogólnych schematów postępowania rozwiązujących omawiane za— 
danie. 


4.5, Czterech uczniów następnej, trzeciej grupy postępowało inne 
drogą, którą charakteryzuje pewna elastyczność w stosowaniu planu.Svre- 
tegia ta polega na tym, że podobnie jak w poprzedniej grupie formułuje 
się warunek - zdaniem rozwiązującego — równoważny tezie i otwierający 
"droge regularną", Przekształcając założenie z ukierunkowaniem na ten 
warunek dostrzega się inne możliwość rozwiązanie zadania, porzuca się 
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plan pierwotny i przechodzi do zupełnie innego warunku ~ znowu równowa- 
żnego tezie, W ten sposób przeplatają się fazy dedukcji і rędukcji. 

Uczeń podaje warunek I sformułowany poprzednio przez nas przy 
analizowaniu prac grupy drugiej. Przekształcając założenie zauważa, że 
może otrzymać związek między sumą i iloczynem pierwiastków danego w te- 
zie równania, Mianowicie,z założenia uzyskuje równość: 


= 
р 
Во 


stąd 


n + 1 

m + 2 ey 
2 m+1 

1-м б 


Teraz dopiero zauważa, że - jego zdaniem - dla dowodu tezy wystar- 
czy udowodnić następujące implikacje /przy założeniu х4 < Izl. 
х > 1 = 0 <4 <1, 


x, < 0 => 0 CX < 1, 


/poakreślamy "jego zdaniem”, bo oczywiście należałoby przedtem udowod— 
nić, że przy założeniach twierdzenia dla a #0, równanie - co jest 
zresztą prawdą - wymienione w tezie ma zawsze dwa różne pierwiastki; po- 
za tym przekształcenia wykonane w toku rachunku wymagatyby jeszcze pew- 
nych wyjaśnień dotyczących ich poprawności/, Prawdziwości sformułowanych 
implikacji uczeń łatwo już dowodzi, na podstawie otrzymanego związku 
między х2 i ха» 


4.6. Rozumowanie w dziesięciu pracach grupy czwartej charakteryzu= 
je się tym, że rozwiązujący poszukuje w fazie redukcji pie warunku rów 
поша? ale warunku wystarczając - choć niekoniecznego - 
dla tezy i stara się następnie ten warunek wydedukować z założenia. W da- 
nym przypadku rozumowanie przebiega tak: funkcja f(z) = ах? + bx +c 
przy а # О jest ciągła, a więc dla wykazania, że ша опа miejsce zero- 
we w przedziale (0,1), wystarczy wykazać, że £(1)-2(0)<0. Jeżeli u- 
dowodnimy, że ta nierówność jest konsekwencją założenia, to udowodnimy 
także twierdzenie. Jest to oczywiście strategia mniej "regularna" niż 
zastępowanie tezy warunkiem jej równoważnym i zawsze ryzykowna, Przyję- 
cie takiego punktu wyjścia wynikało z bardzo powierzchownej analizy te- 
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zy. Rozpatrując różne przypadki znaków a,b,c rozwiązujący zadanie w 
niektórych uzyskali wynik pozytywny, co być może utwierdziło ich jesz- 
cze w tym, że ich plan jest dobry. Oczywiście byli w błędzie, bo jak łat- 
wo sprawdzić, z założenia wcale nie wynika nierówność  7(1)- £(0) O 
/na przykład dla m = 1, а = 5, b= -5, C= 5 założenie jest speł- 
nione, ale f(x) = za? - 3 + 1; funkcja ta ma dwa miejsca zerowe т prze- 
dziale (0,1) 1 jest £(0)£(1) > о /. 


4.7. Do ostatniej grupy zaliczyliśmy tylko jedno rozwiązanie, w 
którym uczeń po kilku próbach /zresztą planowych/ zastosował metode do- 
wodzenja niewprost. Warto prześledzić tę droge. 

Uczeń zaczyna od jednoczesnej obserwacji założenia і tezy, co go до- 
prowadza de wykorzystania wzorów Viety i przekształceniu założenia na 
równoważny mu /przy założeniu a ў 0/ warunek: 


№ 


R + 
m 


+2 b 
1 + F ое 


. 
рю 
и 
о 


Nie dostrzega jednak tych możliwości, które wykorzystał w swej 
pracy wspomniany poprzednio uczeń grupy trzeciej, 

Brulion wskazuje, że powrócił do analizy tezy niezależnie od otrzy- 
manego warunku, wybierając drogę "regularną" I opisaną przez nas przy 
omawianiu grupy pierwszej, Rozważa przypadki różnych znaków współczyn- 
ników a,b,c, ale prawdopodobnie zrażory ich mnogością nie doprowadza 
tego postępowania do końca i wraca do otrzymanego na wstępie warunku, 
ujawniającego zależność między sumą i iloczynem pierwiastków rozważane- 
go w tezie równania oraz stara się pokazać, że z zaprzeczenia tezy wy- 
nika zaprzeczenie tego warunku, Udaje mu się to w jednym z wyróżnionych 
przypadków,w drugim popełnia błąd, trzeciego już widocznie nie zdążył 
rozpatrzeć. Wybrana przez niego droga mogła go jednak doprowadzić do се- 
lu. W pracy widać wyraźnie postępowanie planowe, ale elastyczne, poszu- 
kiwanie drogi prostszej, gdy droga "regularna" wydaje się byé zbyt mużąca. 


4,8. Zauważmy, że z wyjątkiem prac grupy pierwszej opartych na pró- 
bach zupełnie nieukierunkowanych, w pozostałych grupach obserwowaliśmy 
postępowanie planowe, Trudności wynikały raczej z braku dobrej organi- 
zacji pracy, zarówno w fazie redukcji jak i fazie realizacji plam, Za- 
uważamy także różnice w gospodarowaniu “wiedzą” w боки rozwiązywania 
problemu /tylko niektórzy uczniowie dostrzegli możliwość wykorzystania 
wzorów Viety/, oraz różnice w gospodarowaniu metodą /tylko jeden uczeń 
spróbował metody niewprost/. 
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5. Fragment IV 


5.1. Badanie dotyczyło problemu bardziej specyficznego niż analizy 
przeprowadzone w związku z poprzednio oméwionymi fragmentami. W proce- 
sie rozwiązywania zadań tradycyjnej geometrii elementarnej ogromną rolę 
odgrywa rysunek. Rysunek gecmetryczny w znaczeniu tradycyjnym,jako ele- 
ment poglądowy w rozumowaniu, usiłuje się obecnie możliwie wyelimine- 
wać, czem sprzyja oczywiście algebraizacja matematyki, przenikająca rów- 
nież de nauczania szkolnego. Niemniej intuicja geometryczna tak istotna 
przy wykorzystywaniu modeli geometrycznych ~ jest w pewnej mierze “pod- 
ріегапа" umiejętnością posługiwania się rysunkiem, Rysunek w toka rosu- 
mowania typowo "geometrycznego" może odgrywać zresztą szczególną rolę w 
wyborze drogi rozumowania, w powstawania pomysłów. Jak to się odbywa - 
oto једро z pytań, któremu poświęcono omawiany obecnie fragment badań, 
Badanie przeprowadzono w grupie studentów III roku matematyki Wyższej 
Szkoły Pedagogicznej w Krakowie w lutym 1966 roku. Badani otrzymali na~ 
stępujące polecenie: - 

Udowodnij twierdzenie: wysokości trójkąta ostrokątnego за zawarte 
w dwusiecznych kątów wewnętrznych trójkąta, którego wierzchołkami są 
spodki tych wysokości. Opisz bardzo dokładnie ze wszystkimi szczegółami 
całą swoją drogę myślową od pierwszego zapoznania się z twierdzeniem aż 
do zakończenia pracy, bez względu na to, czy dowód został znaleziony czy 
nie. Nie pomiń obserwacji rysunku, Ро pracy załącz cały brudnopis, 

Studentów poinformowano, że ich praca będzie wykorzystana w bada- 
niach naukowych i przedstawia wartość tylko w wypadku, gdy zostanie wy- 
konana całkowicie samodzielnie, W związku z tym zaapelowano о піерого- 
zumiewanie się na temat tego twierdzenia, Praca studentów przebiegała w 
czasie wolnym од zajęć і bez kontroli ze strony badającego. Twierdzenie, 
które mieli udowodnić było dla nich роже. 

Celem badania było wyjaśnienie roli rysunku przy poszukiwaniu do— 
wodu twierdzenia geometrii elementarnej, a w szczególności: 


a/ roli strukturyzacji rysunku, 
b/ wpływu fizjonomicznego postrzegania rysunku natok rozumowania. 


5.2, Wybrane sprawozdania badanych osób podajemy w skrócie, Przy 
tym interesujące nas fragmenty sprawozdań podane będą in extenso w cu- 
dzysłowach, pozostałe fragmenty zostaną streszczone lub zastąpione вкгб- 
tem dalszej części dowodu, 

Sprawozdanie I /rys. 6/ 

"... Zauważem że aby wykazać równość kątów DFB i XFB mogę udowod— 
nić zachodzenie następującej równości <% AFD = А СРЕ. Szukam kątów 
równych kątowi AFD. Widzę, że jeżeli na czworokącie AFOD opiszę okrąg, 
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to З АР = J AOD jako kąty wsparte na tym samym łuku AD, Teraz mu- 
вле sprawdzić, czy na czworokącie AFOD da się opisać okrag...". Dalsze 
rozumowanie polega na wykazaniu,że па czwo- 
rokątach AFOD 1 CEOF można opisać ekrę- 
gi, eraz na płynących stąd wnioskach ө rów- 
ności kątów: 


Хат = ра 4 сок - 4 ст. 


Koniec dowodu jest widoczny. 


Sprawozdanie II /rys. 7/ 


m... Wystarczy udowodnić, że 4 А’= JA, a Gx = 4 B%, 
lub, że Хо = JC 1 ga'a gc. 
Chciałem to pokazać,a ponieważ nie mogłem 
znaleźć żadnych związków rozwiązujących 
mój problem w trójkątach zacząłem za- 
stanawiać się nad czworokątami. Szcze- 
gólnie zainteresował mnie fakt, że w 
czworokątach АРОЕ i EQDB mam: 


4E= 30 = 9° 
JE:z ХР 909 
ФА + 4 0 = 180! 
4B+ 40 = 180° Вуз. 7 


Stąd nasunęła ві sie myśl о wpisywaniu i episywaniu okręgów па 
czworokątach. Zacząłem się zastanawiać, co mi to może dać, jakie wtedy 
uzyskam wiadomości о moich kątach. Ро przypomnieniu sobie tw. о opisy- 
waniu okręgów na czworckacie doszedłem do wniosku, że moje czworokaty 
spełniają założenia, więc można będzie opisać na nich okręgi.Gdy już to 
uczyniłem /była to raczej próba/ zauważyłem, że <) AOF = 3 AEF jako 
kąty oparte na tym samym łuku...”. Dalszy ciąg dowodu przebiega podob- 
nie jak w sprawozdaniu I, 


znakowanie nie jest oczywiście przeznaczone dla czytelnika gotowego гозч1аза- 
mia; znaki mają w toku pracy swoją treść jakby "tymczasową" /dwa razy A”, dwa razy 
В"/, zrozumiałą tylko dla rozwiązującego zadanie. 
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Sprawozdanie III /rys. 8/ 
"Zauważam, że < AD,B i 


4 ав c 


są proste /.../ czyli punkty D, 1 D, mo- 
głyby być panktami okręgu o średnicy AB, 
jako wierzchołki kątów środkowych opar- R 
tych na średnicy. Dochodzę do wniosku, że 
na czworokącie ABD,D, mogę opisać okrąg". 
Dalszy ciąg rozumowania przebiega podob- 


nie jak w sprawozdaniu I, 


Sprawozdanie IV /rys. 9/ 


Rys. 9 
Sprawozdanie V 


ma 8 


"... Mam inną myśl, Katy CEB і CDB są 


proste. Moga to być punkty okręgu © 
średnicy ВС. Так, tak jest. Ale co 
stąd? Czyli na czworokącie EDCB mo- 
tna opisać окгаё...". Rozumowanie po— 
dobne jak w sprawozdaniu І. 


"... Zacząłem myśleć nad wykorzystaniem odpowiednich trójkątów na 
danym rysunku, ale po paru próbach myślowych rozpatrywania odpowiednich 
kątów i proporcjonalności odcinków nie znalazłem nic godnego uwagi...”. 
Badany rozwiązał zadanie, podając dowód jak w sprawozdaniu І. 


Sprawozdanie УТ /гув, 10/ 


"... biorę ped uwagę AAA’C 1 АВ’ 
/.../ Ponieważ tą drogą nie otrzymam 
żadnej zależności między ос і ос’, 
więc do AAA’C dobieram drugi ДАА "В, 
który podejrzewam o podobieństwo do 
AMA'C...". Badana po kilku próbach 
porzuca tę myśl, nie próbuje też szu- 
kać innych trójkątów podobnych; za- 
danie rozwiązała јак w gsprawozda— 
niu I. 
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Sprawozdanie VII /гуз. 11/ 


"wystarczy wykazać, to /.../ 

ĄCB'B = 4A'BB 
ĄB'A'A J CA 
4B'C'C = ĄAC'C. 

Ta możliwość wydała mi się naj- 
bardziej prosta do udowodnienia przez 
podobieństwo trójkątów.Szukałam więc 
rozwiązania tym sposobem, /.../. Ry- 
sunek rozstrzygnął sposób dowodze— л Е 
nia". Rys, 11 

Rozumowanie przebiega następująco, 2 podobieństwa trójkątów  B'OC 
i BoC’, AOB i BOA”, СОА’ i AOC” wynikają proporcje, wystarczające 
do wykazania podobieństwa trójkątów B’OC’ i COB, A'OB” i АОВ, A'OC” 
i AOC, со z kolei pociąga poszukiwane równości kątów, 


Sprawozdanie VIII /rys. 12/ 


"... Zauważyłam, że aby udowodnić, ze AD zawiera się w dwusiecznej 

< EDF wystarczyłoby udowodnić, że zachodzi: 
о. © 
DP DF. 

Tu nasunął mi się dowód twierdzenia o dwusiecznej kąta w trójkącie, 
Poprowadziłam prostą FGIIAD oraz przedłużyłam bok ED, w przecięciu 
otrzymałam punkt б. Zauważyłam, ze aby udowodnić, że 4 EDA = < ADF 
wystarczyłoby udowodnić, że trójkąt FDG jest równoramienny, lub że 


Вуз. 12 
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< DFS = < DGF, a wtedy stąd że PGI AD ==> < AD = © DFG = < DGF= 
= 4 ЕРА, więc < ADF = «| EDA. Próbuję znaleźć dowód na tą że ADFG 
jest гбипогашеппу, ale nie udaje mi się go znaleźć, W takim razie po- 
stepuje inaczej: przedłużam bok ED і od punktu D odkładam na prostej 
ED po przeciwnej stronie punktu D niż В DG = DF, Przy takiej kon- 
strukcji otrzymuję trójkąt DGF równoramienny, więc <% DFG = < FGD. Te- 
raz należałoby udowodnić, że ЕС ЇЇ Ар, bo wtedy 4 EDA = < DGF = 4GFD= 
= < FDA, więc <[EDA = < FDA ...", Та następuje błędne rozumowanie: 
FD = DG i < DFG=4DGF pociąga jakoby przystawanie trójkątów DFG” і DGG’; па 
tej podstawie łatwo otrzymuje się równość badanych kątów, 


5.2. Większość badanych osób znalazła dowód przez skonstruowanie 
okręgów przechodzących przez niektóre punkty konfiguracji i zastosowa— 
nie twierdzenia o kątach wpisanych w okrąg wspartych na tym samym łuku; 
w całej grupie znaleziono tylko jeden poprawny dowód przeprowadzony na 
innej drodze /sprawozdanie VII/. Zauważyć jednak należy, ze: 


19 nie we wszystkich przypadkach konstruowano te same okręgi, 
2° do konstrukcji tej badani dochodzili w różny sposób, 


W sprawozdaniu I widzimy, że dojście do konstrukcji okręgów opisa- 
nych na pewnych czworokątach nastąpiło w drodze rozumowania redukcyjne- 
Z0. Po stwierdzeniu, że dla dowodu mogłaby być przydatna równość kątów 
AFD i AOD badany dokonuje strukturyzacji rysunku wyodrębniającej tę ра- 
rę katów i parę punktów A,D, przez które przechodzą ramiona tych kątów, 
Inny spośród badanych /którego sprawozdanie nie było tu cytowane/ pisze 
w odpowiednim miejscu: "I tu bardzo była istotna dla mnie myśl, że /.../ 
kąty /.../ mają ramiona przechodzące przez punkty...". Oczywiście, fakt, 
że ramiona kątów AFD i AOD przechodzą przez punkty A,D może być zauwa- 
żony już z samych nazw tych kątów. Jednak dopiero na rysunku fakt ten 
narzuca się o wiele silniej; jak można sądzić, dużą rolę odgrywa tu fi- 
zjonomiczne postrzeganie konfiguracji, 2 którą badany spotkał się wie- 
lokrotnie. Dostrzeżenie tego pociąga myśl o poszukiwaniu okręgu przecho- 
dzacego przez punkty F, 0 iD. Jeszcze inny spośród badanych pisze: 
"Równość kątów można jeszcze wykazać, jeżeli te kąty są wpisane w okrąg 
i są oparte na tym samym łuku, Spróbuję w moim przypadku tak narysować 
okrąg, aby kąty œ , P były wpisane, Takim okręgiem będzie np. okrąg 
opisany na czworokacie AFEB /.../. Teraz wystarczyłoby wykazać, że {P= 
= doc, aby udowodnić twierdzenie. Zauważam, że gdybym skonstruował nowy 
okrąg i chciał z niego tę ostatnią równość otrzymać, to na okręgu ро- 
winny leżeć punkty A,D oraz wierzchołki kątów b і < , Czy taka kon- 
strukcja jest możliwa? Opis ten bardzo dobitnie pokazuje, jak rozumo- 
wanie kierowało strukturyzacją rysunku, niezawodnie prowadzącą do wykry— 
cia potrzebnych czworokątów. 
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Inaczej w sprawozdaniu ЇЇ: badany najpierw dakemje strukturyzacji 
rysunka wyodrębniającej czworokąt, w którym występują przeciwległe kąty 
proste i na nim opisuje okrąg. Prawdopodobnie i tu pewną rolę odegrało 
fizjonomiczne postrzeganie rysunku takiego czuorokąta.Dostrzeżenie rów- 
ności pewnych kątów wpisarych w okrąg jest wynikiem późniejszej, nowej 
aktekturyzacji tego rysunku. 

Ze sprawozdań III i IV wynika wyraźnie, że decydująca łyła tn struk- 
turyzacja rysunku polegająca na wyodrębnieniu kątów prostych wspartych 
na wspólnej cięciwie, której wierzchołki leżą pe tej зашеї stronie pro- 
stej zawierającej tę cięciwę. Sytuacja ta, niewątpliwie wielokrotnie 
przedtem widziana przez badanych, przypuszczalnie głównie na zasadzie 
fizjonomicznego skojarzenia wiąże się z okręgiem o średnicy równej tej 
cieciwie. 

O roli fizjenomicznego postrzegania rysunku świadczy tu też fakt, 
że choć w przypadku konfiguracji wyodrębnionej przez autora sprawozda- 
nia II jak i przez autorów sprawozdań III i IV występuje i czworokąt трі ~ 
запу w okrag i para kątów wspartych na średnicy okręgu, jednak w spra- 
wozdaniu II mówi się tylko о czworokącie, zaś w sprawozdaniach III i IV 
~ tylke o kątach wspartych na średnicy, Jest bowiem widoczne, że вр. CZWO- 
rokąt CDEB /rysunek =. sprawozdania IV/ fizjonomicznie niczym się nie 
wyróżnia /dodajmy, że dowód jego wpisywalności w okrąg na podstawie od- 
powiedniego twierdzenia wcale nie jest natychniastouwy/. 

Inaczej biegło rozumowanie redukcyjne u autorów sprawozdań Y, VI i 
VII. Trudno ustalić, w jakiej mierze niepowodzenia znalezienia trójkę- 
tów podobnych, w których badane kąty ва kątami wewnętrznymi, niepowodze— 
nia opisane w sprawozdaniach У i ТІ, były wynikiem raku wytrwałości u 
badanych, w jakiej - rzeczywistych trudności, w jakiej wreszeie - skut— 
kiem sugestii ze stromy innych badanych /mimo dobrej woli u badanych m- 
ві być wzięty pod uwagę fakt, że praca ich odbywała się we wspólnych ро- 
mieszczeniach domów studenckich, o całkowitej izolacji nie może więc być 
mowy/. Tym niemniej zarówno z faktu, że autor sprawozdania VI "родејгте- 
ча?" о podobieństwo trójkąty niepodobne, zaś autor sprawozdania VII wy- 
krył trójkąty "rozwiązujące" problem w drodze dedukcji /"do czego mo- 
głyby się przydać wyprowadzone już proporcje?"/ a nie w drodze odpowied 
niej strukturyzacji rysunku i przeddedukcyjnego stwierdzenia: "te trój- 
kąty powinny być podobne”, wynika niedwuznacznie, że ta droga postępo- 
wania była trudniejsza do wykrycia, Nie są to trudności natury formal- 
nej: dowód na tej drodze nie wydaje się formalnie bardziej skomplikowa— 
ny. Trudność tę moźna natomiast łatwo uzasadnić faktem, że pary trójką- 
tów podobnych, o ile wchodzące w ich skład trójkąty nie mają pewnych wy- 
różnionych wzajemnych położeń,ani nie są trójkątami pewnych wyróżnionych 
typów, nie mają cech fizjonomicznych wyróżniających je spośród innych 
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par trójkątów. Oczywiście, pary takie mogą być dobrane według "potrze- 
ру" wynikającej z rozumowania redukcyjnego, jednak liczba kombinacji jest 
tu odstręczająco duża. W jednym ze sprawozdań /dotąd nie cytowanym/ 
znajdujemy następujące stwierdzenie: "W tej chwili ce prawda znalazłem 
trójkąty podobne /chodzi о trzy pary trójkątów prostekatnych/, ale one 
nie zawierają kątów ос i р, o których właśnie chcę stwierdzić, że są 
równe. Trudno mi znaleźć więcej trójkątów podobnych,bo ich prawdo- 
podobnie nie та", Badany ten zatem, który stosunkowo łatwo zauważył nie- 
które pary trójkątów podobnych, zupełnie nie dostrzegał innych par ta- 
kich trójkątów. Potwierdza to poprzedni wniosek, 

Kilku badanych odnotowało w swych sprawozdaniach myśl о zastosowa- 
niu twierdzenia o dwusiecznej kąta w trójkącie /Dwusieczna kąta wewne- 
trznego w trójkącie dzieli bok przeciwległy na odcinki proporcjonalne do 
boków przylegtych/. Wszyscy jednak porzucali tę myśl niemal natychmiast, 
tłumacząc to przewidywaniem dużych trudności, Autorka sprawozdania VIII 
poszła o krok dalej, próbując wykorzystać konstrukcję pomocniczą znane— 
go dowodu tego twierdzenia. Wykonany przez nią rysunek spowodował porzu- 
cenie planowanej drogi postępowania i obranie nowej, doprowadzonej Коп- 
sekwentnie /acz z błędem/ do końca. Bezpośrednią przyczyną było tu cał= 
kowicie empiryczno-fizjonomicznej natury stwierdzenie na rysunku istnie- 
nia trójkąta równoramiennego FDG o wysokości DG’. Zauważmy przy tym, jak 
znaczny był tu wpływ dokładności rysunku na popełniony błąd /rysunek był 
wykonany za pomocą przyrządów kreślarskich, a badana przed przystapie- 
niem do dowodu sprawdzała na nim twierdzenie posługując się cyrklem, Do- 
kładność ta spowodowała tak silne przekonanie o prawdziwości dowodzone 
go faktu, że poprawność formalna nie została dostatecznie skontrolowa— 
na. Być może, przy niedokładnym rysunku, na którym równość odcinków FG’ 
i GG oraz prostopadłość prostych FG i ВС nie byłaby tak pewna, bada- 
na uważniej prowadziłaby dowód, zauważając, że rozumowanie pozostaje w 
mocy przy każdym położeniu punktu 6° na prostej FG. 

Omówimy pokrótce rysunki wykonane przez badanych. Interesujące są 
tu przy tym tylko rysunki wykonane w toku poszukiwania dowodu.Niestety, 
nie wszyscy badani do swych sprawozdań dołączyli brudnopisy /mimo że 
otrzymali takie polecenie/. Rysunki wykonane w samym sprawozdaniu peł— 
nią w intencji autora rolę dydaktyczną, nie zaś heurystyczną, i dlatego 
omawiać ich tu nie będziemy, W większości dostarczone przez badanych о- 
ryginalne rysunki wykonane w toku poszukiwania dowodu nie zawierają ele- 
mentów strukturyzujących /pogrubień, kolorów itp./, lub też wyodrębnio- 
no na nich jedynie za pomocą grubszej kreski "trójkąt spodkowy". Tylko 
na niektórych rysunkach podobnie wyodrębniono niektóre rozważane czwo- 
rokąty lub kąty /206, np. rysunek w sprawozdaniu IV, skopiowany z огу- 
ginału/, Świadczy to o dokonywaniu przez tych badanych strukturyzacji 
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na ogół myślowej. Na rysunkach skrupulatnie natomiast nanoszono ргтује- 
te oznaczenia oraz zaznaczono symbolicznie zauważone, dowiedzione hub be- 
dane równości odcinków lub kątów. Miało to niewątpliwie na celu maksy- 
malne wykorzystanie zapisu w symbolice rysunkowej w miejsce zapisu 11- 
niowego, używanego niejako wtórnie, Większość badanych, dostrzegłszy o- 
pisywalność okręgu na pewnych układach punktów, okręgi te od razu nano- 
siła na rysunek./fylke w jednym wypadku - Sprawozdanie II - badany nie 
narysował żadnego okręgu na żadnym z licznych rysunków wykonywanych w 
różnych etapach rozwiązania, czego dowodził załączony obszerny brudno- 
pis/. Zauważmy, że okrąg taki nie wnosi żadnych nowych elementów teore- 
tycznych, w rozumowaniu nie operuje się żadnymi punktami tego okręgu po- 
za występującymi w pierwotnej konfiguracji, ani też jego Środkiem. 04- 
powiednie twierdzenia, na których opiera się rozumowanie, mogłyby być 
wypowiedziane bez posługiwania się pojęciem okręgu. Równocześnie jednak 
stwierdzamy na podstawie rysunków badanych osób, że wykreślenie takiego 
okręgu stanowi wyraźną pomoc heurystyczną. Zastanówmy się, na czym ona 
polega. z 

Jedną z tych własności figur, które я symbolicznym języku rysunku 
geometrycznego mogą być w sposób niedwuznaczny przedstawione, jest koin- 
cydencja utworów geometrycznych. Ponieważ tak w sformułowaniu jak iw 
rysunkowym przedstawieniu twierdzeń, z których badani korzystają w do- 
wodach, występują warunki mówiące о należeniu punktów do okręgu, "zapi- 
sanie* więc w symbolice rysunkowej, które z punktów występujących 
w konfiguracji należą do wspólnego okręgu; stanowi istotną pomoc: ułat- 
wia badanym znalezienie par kątów wpisanych w okrąg wspartych na tym sa- 
mym łuku okręgu. O tym, że narysowane okręgi spełniają tu rolę czysto 
symboliczną, Świadczy też fakt, że na niektórych rysunkach okręgi są ге- 
prezentowane liniami zamkniętymi, metrycznie mało przypominającymi okrąg; 
skrupulatnie natomiast poprowadzonymi przez punkty mające leżeć na okre- 
gu i omijającymi punkty leżące poza nim, 

Podsumowując wyniki przeprowadzonego badania stwierdzimy: 

a/ Badani dokonywali strukturyzacji rysunku, wielekrotnie prze- 
strukturowując rysunek /tylko niektóre ustrukturowania dokonane przez 
badanych zostały w analizie omówione/, przy czym rozumowanie formalne i 
strukturyzacja rysunku polegająca na wyodrębnieniu z całości pewnej 
szczególnej konfiguracji geometrycznej są ściśle splecione; w akcie struk- 
turyzacji interweniują wprawdzie czynniki wizualne, а1е nie one за tu 
istotne, Strukturyzacja rysunku jest bowiem silnie związana bądź z re- 
dukcją twierdzenia do warunku dlań wystarczającego, bądź 2 dedukcją z 
założeń interpretowanych i symbolicznie zanotowanych na rysunku; reduk- 
cja i dedukcja przebiegają w tak ścisłym związku, że trudno je analizo- 
wać osobno. 
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ь/ Nie jest to identyczne natomiast z fizjonomicznym postrzegenien 

rysunku. Stwierdzono w danym zadaniu wyraźnie pozytywny wpływ Гізіопані- 

cznego postrzegania rysunku przy poszukiwaniu dowodu twierdzenia, w jed 

nym tylko wypadku wpływ negatywny /sprawozdanie VIJI/a 


6. Uwagi końcowe 


Przedstawilisny tylko kilka fragmentów obserwacji na temat procesu 
rozwiązywania zadań matematycznych w ramach cyklu sondaży traktowanych 
przez nas jako orientacyjny wstęp do właściwych badań dydektycznych.Za- 
równo materiał jak i jego analiza sygnalizują bardzo istotne ргобієцу dy- 
daktyczne i na tym polega przede wszystkim ich znaczenie. 

Zauważmy, że uczestnicy sondaży I i IV byli dorosłymi ludźmi, юа- 
jącymi aktualny _kontakt z matematyką і тајпёегезотапуюі jej nauczaniem, 
Wiedzieli, że ich prace będą analizowane, i starali się w miarę swych 
możliwości nie tylko zadanie rozwiązać, ale notować wszystkie etary roz- 
wiązania i zapamiętać najeażniejsze momenty przebytej myślą drogi. Міе- 
li zupełną swobodę w organizowaniu pracy, Rogli poszukiwanie rozwiąza-— 
nia przerywać і doń powrecać, 5 innej zupełnie sytuacji byli uczniowie 
rozwiązujący zadania omawiane w fragmentach II 1 ПТ. Odbywało się to w 
toku konkursu, а więc praca przebiegała w napięciu emocjonalnym i czas 
jej byt ściśle ograniczony. 2 uczestnikami pieruszej grupy mogliśmy prze- 
prowadzić dodatkowe rozmowy i otrzynać uzupełniające wyjaśnienia. Drogi 
przebyte przez drugich mogliśmy tylko odtwarzać przez gstaranną anali- 
zę tego, co pozostawili w notatkach. Mimo tych różnic w samei sytuacii 
stwierdzamy w obu grupach uderzstace analogie w stosowanych strategiach 
i postawach wobec matematycznych - na ogół zresztą prostych — problemów. 
Te strategie і бе postawy /w rozważanych fragmentach wystąpiły oczywi- 
ście tylko niektóre z wielu możliwych/ zasługują więc na szczególną u- 
wagę dydaktyka matematyki. 

Zauważamy rozmaitość i bogactwo procesów myślowych, mimo że były 
one nam tylko sygnalizowane poprzez ich produkty; jest to tym bardziej 
uderzające, że rozwiązywane problemy zaliczyć należy raczej do typowych 
і nawet banalnych. Znajdujemy w tej obserwacji potwierdzenie słuszności 
protestu W. В. Gnedenki przeciwko dydaktycznym iluzjom,że można te рго- 
cesy ująć "na siłę” w sztywne schematy postępowania, których uczniowie 
mają się nauczyć i sprawnie stosować. То bogactwo ujawniło się, ponieważ 
badani nie byli tylko przeciętrymi uczniami szkoły Średniej, mieli szer- 
sze zainteresowania w dziedzinie matematyki i bogatsze doświadczenia w 
samodzielrym rozwiązywaniu jej elementarnych problemów, choć tylko nie- 
których я nich - i te niewielu — można by uznać za szczególnie matema- 
tycznie uzdolnionych. 
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Warunkiem upowszechnienia kultury matematycznego myślenia, jest іед- 
nak przede wszystkim jej rozwijanie w procesie uczenia Się matematyki 
przez ucznia przecietnego. Wysuwane jako jedno z naczelnych zadań szko- 
ły - hasło szczególnej opieki nad talentami, oczywiście słuszne, nie mo- 
że szkoły uwolnić od równie ważnego zadania efektywnego kształcenia sze- 
rokich mas. Tradycyjna dydaktyka natematyki, ograniczająca kształcenie 
matematyczne ucznia przeciętnego do przyswojenia mi pewnych określonych 
schematów rozwiązywania równie określonych zadań matematycznych, nie stwa- 
rzała warmnków do upowszechnienia kałtury matematycznego myślenia. Sto- 
sując w praktyce zasady tej dydaktyki, nie osiągano zresztą nawet zamie— 
rzonych і tak skromnych wyników, Poziom matematycznej wiedzy i matena- 
tycznych sprawności mas uczniowskich kończących szkołę Średnią był i 
jest jeszcze bardzo niski. 

Przed nowoczesną dydaktyką matematyki stoi podstawowe zadanie wy- 
pracowania takich metod nauczania i zasad takiego doboru problemów і ćwi- 
czeń, aby uczenie się matematyki przez przeciętnego ucznia było oparte 
przede wszystkim na rozwoju i wzbogacaniu dostępnych m form aktywności 
matematycznej. Aktywność matematyczna zaś - бо dostrzeganie, racjonalne 
formowanie i rozwiązywanie problemów matematycznych. 

W tradycyjnym nauczaniu matematyki kryteria doboru zadań i ćwiczeń 
były związane prawie wyłącznie z treścią nauczania, Troszczono віє, aby 
uczeń przerobił dostatecznie wiele zadań "na trójmian kwadratowy”, "na 
rozwiązywanie równań wykładniczych”, "па zastosowania twierdzenia Pi- 
tagorasa" itp., ale nie pytano, czy uczeń rozwiązuje dostatecznie wiele 
zadań "na uogólnienie", "na definiowanie”, "na konstruowanie przykładów 
і kontrprzykładów”, "na indukcyjne odkrywanie hipotetycznych twierdzeń”, 
“за intuicyjną rekurencje", "na konstruowanie algorytmów", "na wykrywa- 
nie błędów logicznych w rozumowaniu”, "na racjonalny wybór klasyfikacji 
przypadków", "na racjonalne posługiwanie się modelami z jednych działów 
matematyki przy rozwiązywaniu problemów z innych działów”, "па matens- 
tyzację” itp. Metodologiczne, nie tylko treściowe kryteria doboru zadań 
і ćwiczeń ~ to zupełnie nowa problematyka dydaktyki matematyki, właści 
wie nietknięta. 

W praktyce tradycyjnego nauczania nie było także miejsca na uzbro— 
jenie myśli ucznia w heurystyczne zasady rozwiązywania matematycznych 
problemów. W samym pojęciu heurystyki bowiem zawiera się przeciwieństwo 
schematu. Drogi do bogactwa procesów myślowych możliwych w toku rozwią- 
zywania matematycznych problemów nie można zresztą uczniowi udostępnić 
przez uczenie go jakichś szczególnych reguł heurystycznych podanych mu 
a priori /poza zupełnie ogólnymi wskazaniami dotyczącymi "dobrej robo- 
ty", "dobrej organizacji pracy” itp./. Natomiast można uczniów stopnio- 
wo wprowadzać w wypracowywanie sobie przez nich samych, na podstawie wła- 
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snych doświadczeń, pewnych reguł heurystycznego postępowania w toku roz— 
wiązywania matematycznych problemów. To wymaga odpowiednich metod neau- 
czania, między innymi tego, na co brak czasu i czego nauczyciele jesz- 
cze nie umieją organizować, to jest: 1, refleksji indywidualnej i gru- 
powej nad przebytą drogą myślową, przyzwyczajenia uczniów do krytyczne- 
go spojrzenia wstecz na tę drogę, zbadania, czy była najbardziej гасіо- 
nalna, 2. rozwiązywania tego samego zadania różnymi metodami, z zasto- 
sowaniem różnych środków matematycznych, porównywania tych różnych dróg 
z różnych punktów widzenia, 3. uświadamiania uczniom па tle tych doświed- 
czeń roli, którą może odegrać w odkryciu pomysłu twórczego indukcja, przy- 
kład, kontrprzykład, rekurencja, redukcja problem, racjonalne ukierun- 
kowanie redukcji z tezy na założenie, czy dedukcji z założenia na tezę, 
racjonalna klasyfikacja przypadków itp. 

Wypracowanie takiej metodyki wymaga — jak to stwierdziliśmy na 
wstępie - przede wszystkim wszechstronnej i możliwie głęboko sięgającej 
orientecji w tych wszystkich procesach, Mówimy tylko o orientacji, ponie- 
waż nie spodziewamy się, aby można było tu uzyskać obiektywne dane w 
stosunku do tak intymnych procesów ludzkiej myśli, jak matematyczna 
twórczość, której elementy występują na każdym poziomie, nie tylko w 
działalności naukowców, ale zawsze, gdy trzeba rozwiązać zadanie mate— 
natyczne, nie stereotypowe, nie podporządkowane określonemu a priori 
schematowi. Badania tych procesów metodami symulacji z zastosowaniem ва- 
szyn matematycznych znajdują się w początkowym stadium 1 ograniczają 
się do laboratoryjnie wypreparowanych bardzo prostych rozumowań, Prakty— 
ki nauczania nie mogą one jeszcze naprzód posunąć, Większe szanse w tym 
zakresie - jak dotąd — mają badania prowadzone metodą bezpośredniej ob- 
serwacji naturalnego procesu i analiza jego produktu, dające odpowiedzi 
tylko przybliżone, tylko orientacyjne, ale już w praktyce użyteczne. ру- 
daktyka matematyki musi się takimi drogami także posuwać naprzód, ше ге- 
zygnując z innych. Do badań orientacyjnych zaliczymy badania typu, któ- 
rego przykłady podaliśmy w naszym artykule. Metodykę wprowadzania ucznia 
w strategie, metody i Środki rozwiązywania matematycznych problemów trze— 
ba między innymi oprzeć na analizie przebiegu poszukiwania rozwiązania 
matematycznych zadań przez osoby dorosłe i uczniów na różnych poziomach 
szkoły, analizie ujawniającej warunki sukvesu i przyczyny porażki, Oczy— 
wiście takiej analizy nie można wymagać od nauczyciela w normalnej зу- 
tuacji klasowej, należy ona do zadań teoretycznej dydaktyki matematyki. 
Cytowane w naszym artykule fragmenty stanowią wstęp do szerszych badań 
w tym zakresie oraz do wypracowania w zarysie metodyki wprowadzania ucz- 
nia v strategie, metody i Środki rozwiązywania matematycznych proble- 
mów, między innymi także przez przyzwyczajanie go do analizy własnych do— 
śniadczeń 1 świadomego dochodzenia do własnych "reguł" heurystycznych. 
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STRATEGIES OF SOLVING MATHEMATICAL PROBLEMS AS A QUESTION 
FOR THE DIDACTICS OF MATHEMATICS /PART ОР AN INVESTIGATION/ 


One of the main tasks of teaching mathematics is developing an a- 
bility to apply the acquired mathematical knowledge and skills for во1- 
ving problems, as well as developing the student’ creative attitude to 
problems on each level of education. The acquisition of patterns of геа- 
soning by the students in standard cases obviously does not exhaust the 
task. Elaboration of adequate methods in this domain requires knowledge 
concerning the specific process of mathematical thinking in the course 
of solving problems, which does not resolve itself into formal transfor- 
mations and automatic procedure following some patterns, knowledge of 
efficient heuristic measures, means of control, etc. In the present artic- 
le four fragments from an introductory investigation are presented, 
carried out by the Section of Didactics of Mathematics at the Higher 
Pedagogical School in Kraków, The aim of the investigation was analysis 
of the process above mentioned. In each of the presented examples the 
process of solving one and the same problem by persons of an investiga- 
ted group was observed and analysed. Hipothetical reconstruction of this 
process was only based either on a complete set of recordings, sketch 
solutions and final written version of the solution, or was completed 
by an interview with those persons who had solved the problem. Mathema- 
tical education of the investigated persons was beyond that ofan average 
student which eliminated ordinary inaptitude and lack of knowledge 
necessary for the solution of the problem, /They were either secondary 
school pupils participating in the final stage of the mathematical olym- 
pic competition, i.e. those interested in mathematics and whose mathe- 
matical knowledge and talent were beyond the school curriculum, or stu- 
dents of the mathematical faculty, or lecturers in such faculty/. The 
problems were traditional. For each of them there was a standard way 
leading to the solution; but standard did not mean the simplest. The 
appearance of other, more efficient and more rational ways in those 
circumstances, or, inversely, a failure in missing the conventional way 
threw light on the investigated problen. 

The first fragment concerned a trigonometry problem, solved by 10 
persons among them 6 students of mathematics, two lecturers and two pro- 
fessors of mathematics, the second and the third ones, related to school 
analysis and algebra, were solved by 67 participants of the final stage 
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of the mathemeticał olympic competition. The fourth one dealt with by 
the 3rd year student of mathematics, considered the role of drawing for 
the solution of a geometrical problem, 

Although all the problems were of the traditional type and had stan- 
dard solutions, the analysis showed a great wealth of ways followed by 
the solvers, various inductive and recarrent steps, verious ways of 
applying results of the inductive stage for the deductive stage, impor— 
tance of а right choice of an adequate model, some dangerous tendencies 
с? following analogies, failures resulting from a wrong choice of the 
criterion for the classification of cases, etc. The fourth fragment of 
the investigation showed the role of restructuring a drawing and its 
connection with reasoning where physiognomical perception of a drawing 
plays only a certain role but not the most essential one. 

The article comprises some provisional conclusions from the рег- 
formed soundings, first of all pointing out the necessity of investiga- 
tion in the difficult domain of the specific character, of mathematical 
thinking and heuristic problems peculiar to this domain, without which 
elaboration of an adequate pedagogy is impossible. 


Мария Цаосек, Зофан Крыговска, Стефан Турнау 


МЕТОДЫ РЕЖЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ - ПРОБИВМА ДИДАКТИКИ МАТЕМАТИКИ 


Одним из основних заданий преподавания математики в школе является 
образование умения применять приобретенные математические знання для 
решения проблем E развития творческого отношения учащихся к проблемом 
на любом уровне обучения. 

Усвоение учащемися приемов поведения в типичных случаях, конечно, 
He всчерпывает этого вопроса. Выработка соответствующей методики в этой 
области требует умения резобраться в специфаческом процессе математи- 
ческого мышления в ходе решения задач, не сводящегося лишь к формальным 
преобразованиям и автоматическому применению приемов поведения, ориента- 
ции в эфективных геуристических мерах, средствах контроля и т. п. 

В статье даются четыре отрывка предварительных исследований, про- 
веденных на кафедре Дкдактики математики в Высшей педагогической школе 
в Кракове, ставирших себе задачу проанализировать этот процесс. 
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Во всех описанных примерах наблюдался и анализировался ход решения 
той же задачи отдельными лицами некоторой группы исследуемых. Этот ход 
мы старались восстановить, опираясь вли на полный набор записок, черно- 
виков и окончательную письменную редакцию решения задачи, или, пополняя 
анализ этих материалов беседой с решающими задачу после ее решения. 

Исследуемые обладали более чем средним школьным образованием, что 
исключало простое неумение и отсутствие необходимых для решения задач 
знаний /это были или ученики средней школы, принимающие участие в пос- 
леднем этапе математической олимпиады, значит ученики, увлекающиеся ма- 
тематикой, знания и способности которых превышали школьную программу, 
яли студенты и научные работники математического факультета/. 

Тематика задач была традиционна.В каждой из этих задач существовал 
стереотипный путь, ведущий к решению /стереотипный - не всегда простей- 
ший/. Появление в этой ситуации других способов решения, более эффек- 
тивних, или наоборот неудача из-за неумения попасть на конвенциональ- 
ный путь, бросают свет на исследуемый вопрос. 

Первый фрагмент относится к задаче по тригонометрии, решаемой I0- 
BD лицами, в том числе шестью студентами математики, двумя ассистентами 
и двумя профессорами, второй и третий фрагмент - к задачам по анилизу и 
школьной алгебре, решаемых 67-ью участниками последнего этапа матема- 
тической олимпиады, четверты - к задачам по элементарной геометрии, pe- 
шаемых студентами III курса математики. В последнем случае анализирова- 
лась роль чертежа в ходе решения задач по геометрии. Несмотря на то,что 
все проблемы принадлехали к традиционным задачам, имеющим стереотипные 
решения, проведенный анализ обнаружал огромное богатство путей, в помо- 
WSD которых находились решения, различные индукционные и редукгионные 
приемы, различные способы использования результатсв индукционного мыш- 
дения в стадии дедукции, значение выбора соответствующей модели, HEKO- 
торые опасные стремления пользоваться аналогиями, неудачи, вытекающие 
из неумелого выбора критерия распределения случаев и т. п. 

Четвертый фрагмент исследований показал роль| перестроения чертежа 
и его связи с мышлением, в чем физиономическое восприятие чертежа игра- 
ет только некоторую и не самую существенную роль. 

Статья содержит некоторые лишь предварительные выводы из проведен- 
ного зондирования, прежде всего указывает на необходимость исследований 
в трудной области математического мышления и специфических в этой облас 
ласти геуристических проблем, без которых невозможно выработать COOTCT- 
вуюдую дидактику. 


